Определение задач линейного программирования

Стандартная математическая формулировка общей задачи линейного программирования выглядит так: требуется найти экстремальное значение показателя эффективности (целевой функции)


(линейной функции элементов решения [image: image1.png]Xy, X




) при линейных ограничительных условиях, накладываемых на элементы решения:
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где [image: image3.png]Ay, by, ¢



- заданные числа.

Методы решения. 
Когда в модели две  переменных, задача линейного программирования  успешно решается графически.
Ведь в данном случае целевая функция  z=ax+by  –задает уравнение плоскости в декартовой  системе координат,  
ограничения 
a1x+b1y<=c1,  
a2x+b2y<=c2, 
x>=0,
y>=0 
Задают область в плоскости xOy. 
В плоскости x0y строится фигура, которая отвечает этим условиям, над этой фигурой рисуется плоскость, минимум или максимум мы должны искать на плоскости ограниченной  фигурой в плоскости  x0y. Т.е. мы должны рассмотреть все вершины фигуры x0y  и рассчитать значение z для этих вершин,  найти соответственно минимум или максимум , это и будет решением задачи.
Для задач, в которых более двух переменных,  используются различные методы приближенного решения,  основанные на математическом анализе (например метод градиентного спуска). 
Вникать в эти методы решения на данном этапе нет смысла.  
Наша задача - научиться грамотно, формализовать экономические задачи, записывать математические модели   и решать их с помощью существующих программ. 
Наиболее удобной программой для решения задач линейного программирования является встроенная надстройка в Excel Поиск Решения. Как с помощью этой надстройки решать задачи линейного программирования мы познакомимся на следующем уроке  уже на конкретном  примере.
Сейчас познакомимся с типами экономических задач решаемых с помощью линейного программирования. 
Обычно в качестве целевой функции рассматриваются суммарные издержки, ищется  оптимальное распределение ассортимента или цепочки перевозки (откуда, куда что везти). 
Оптимальное распределение должно минимизировать суммарные издержки.

Общий алгоритм решения задач  линейного программирования следующий:
1. Задаем вопрос.  Что мы хотим получить? 
2. Определяем тип целевой функции максимум(обычно для прибыли) или минимум (для суммарных издержек).

3. Определяем переменные, которые будем варьировать Xi,  составляем целевую функцию,
4. Определяем граничные условия. 

5. Решаем задачу , если мало переменных то графическим способом, если много то с помощью приближенных методов с использованием специальных программ.
6. Проверяем решение на непротиворечивость. (если решение явно неверное, то возможны два случая :неверно определены параметры, либо не все условия мы учли).

Типы задач линейного программирования.

Сейчас познакомимся с типами экономических задач решаемых с помощью линейного программирования. 

1. Задача о диете (рационе)
Одна женщина посоветовала подруге  перейти на рациональное питание, состоящее из двух продуктов P и Q.Суточное питание этими продуктами должно давать не более 14 единиц жира (чтобы похудеть), но не менее 300 калорий. На упаковке продукта Р написано, что в одном килограмме этого продукта содержится 15 единиц жира и 150 калорий, а на упаковке с продуктом Q - 4 единицы жира и 200 калорий соответственно. При этом цена 1 килограмма продукта Р равна 15 руб., а 1 кг продукта Q - 25 руб.Так как дама была стеснена в средствах, но ее интересовал вопрос: в какой пропорции нужно брать эти продукты для того, чтобы выдержать условия диеты и истратить как можно меньше денег?

Перейдем к формализации данной ситуации на языке математических символов. Обозначим через х количество продукта Р и через у количество продукта Q, требуемые для выполнения условий диеты.Количество единиц жира, содержащегося в х кг продукта Р и в у кг продукта Q, равно 15х + 4 и по условию диеты не должно превосходить 14:

[image: image4.png]152+ 4y < 14




В свою очередь, количество калорий, содержащихся в х кг продукта Р и в у кг продукта Q, равно 150х + 200у и по условию диеты должно быть не меньше 300:

[image: image5.png]15% + 200y = 300




Теперь о стоимости z продуктов. Она равна

[image: image6.png]z=15x+25y




и в соответствии с высказанными пожеланиями должна быть минимальной. Последнее записывается так:
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Тем самым мы получили систему формул:
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которую решим графическим способом.
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Нас интересует только та ее часть, которая лежит над треугольником BDE. Вычисляя значения z во всех трех вершинах этого треугольника
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и сравнивая полученные результаты, замечаем, что наименьшее значение (35) достигается в вершине Е. Таким образом,
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В общем виде задача о диете, оптимальном  рационе.
	Питательные вещества
	Кол-во единиц питательных веществ, содержащихся в единице продукции вида
	Количество питательного вещества в диете

	
	В1
	В2
	…
	Вn
	

	N1
	a11
	a12
	…
	a1n
	b1

	N2
	a21
	a22
	….
	a2n
	b2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	Nn
	am1
	am2
	…
	amn
	bm

	Стоимость единицы продукта
	С1
	С2
	….
	Сn
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- количество единицы питательного вещества вида [image: image13.png]


, содержащегося в одной единице продукта вида [image: image14.png]


. Xi – это количество продукта Bi.

Постановка задачи:

 Найти рацион (xi), который удовлетворял бы условиям диеты (bi) по каждому питательному веществу , при этом цена рациона  должна быть минимальной.
Составление математической модели.
Цена рациона задается формулой:
[image: image15.png]Flx)=c\x +...4c,x, S mn




По каждому виду  питательного вещества  мы рассчитываем количество этого вещества в данном рационе, складывая  произведения количество продуктов на количество данного питательного вещества в данном виде продукции 
Количество  питательного вещества J в рационе = aj1*x1+ aj2*x2+…+ ajn*xn
Тогда условия выполнения диеты по каждому питательному веществу запишутся в виде:
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Задача об оптимальном рационе очень актуальна в сельском хозяйстве. Ведь осноная доля в себестоимости продукции животноводства приходится на корма. Поэтому рацион животных должен удовлетворять необходимым требованиям  и по цене должен быть минимальным.

2. Задача о выпуске продукции
Фирма выпускает два вида древесно-стружечных плит - обычные и улучшенные. При этом производится две основные операции - прессование и отделка. Требуется указать, какое количество плит каждого типа можно изготовить в течение месяца так, чтобы обеспечить максимальную прибыль при следующих ограничениях на ресурсы (материал, время, затраты):

	Затраты
	Партия из 100 плит
	Имеющиеся ресурсы на месяц

	
	обычных
	улучшенных
	

	Материал (фунты)
Время на прессование (часы)
Время на отделку (часы)
Средства (деньги)
	20
4
4
30
	40
6
4
50
	4000
900
600
6000

	Прибыль
	80
	100
	max


Перейдем к построению математической модели поставленной задачи. Введем следующие обозначения. Пусть

х - количество партий в 100 плит обычного вида, изготавливаемых в течение месяца;
у - количество партий в 100 плит улучшенного качества, изготавливаемых в течение месяца.

Тогда ожидаемую прибыль можно записать так:
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Требуется найти такие значения х и у, подчиненные условиям
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для которых

[image: image19.png]z=80x+100y — max




Для того, чтобы найти в первой четверти плоскости хОу множество точек, координаты (х, у) которых удовлетворяют указанным выше неравенствам, необходимо сначала построить прямые (по точкам их пересечения с координатными осями)
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а затем, используя точку начала отсчета О(0, 0), определить соответствующие полуплоскости. Пересечением полученных полуплоскостей будет четырехугольник ОВМЕ.

Наша целевая функция достигает наибольшего значения в одной из вершин четырехугольника.

Нам необходимо найти координаты точки М - точки пересечения прямых EF и АВ, для этого надо решить систему уравнений
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Вычислить значения z в точках В(0, 100), Е(150, 0), М(100, 50):
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Из полученных значений выберем наибольшее и получим ответ:

[image: image23.png]x=100, y=350, z, =13 000




Задача оптимального раскроя.
	Виды сырья
	Запасы сырья
	Виды продукции

	
	
	П1
	П2

	S1
S2
S3
S4 
	b1
b2
b3
b4
	a11
a21
a31
a41
	a12
a22
a32
a42

	прибыль 1 ед. продукции
	С1
	С2
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– количество единиц сырья вида Si, расходуемого на производство одной единицы продукции вида Пj [image: image25.png]{i
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.
Постановка задачи.

Определить  оптимальный набор выпускаемой продукции, который давал бы максимальную прибыль.

Составление математической модели
Пусть xi количество I продукции которую мы будем выпускать. Допустим для простоты, что у нас всего два вида продукции П1 и П2.

Тогда формула для прибыли запишется:
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Расход j материала на выпуск =aj1*x1+ aj2*x2

Условия ограничения запасов каждого материала запишутся  в виде:
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Обратите внимание, что в задачах линейного программирования необходимо указывать условия положительности искомых величин!
2.4. Транспортная задача

Важный тип задач линейного программирования представляет задача о перевозках. Называется она так потому, что цель этой задачи заключается в минимизации полной стоимости перевозок известного количества товаров со складов к потребителю.

Сбалансированная задача - задача о перевозках, в которой общий объем товаров, готовых к отправлению, в точности равен объему товаров, который готовы принять в пунктах назначения.

Имеется m пунктов производства и n пунктов потребления.

Количество продукта в [image: image29.png]


-м пункте производства  обозначим через          [image: image30.png]


, [image: image31.png]


;

Потребность в продукте в j-м пункте потребления обозначим через        [image: image32.png]b,



, [image: image33.png]



Стоимость перевозки одной единицы продукта из [image: image34.png]


-го пункта производства  в j-й пункт потребления обозначим через [image: image35.png]


 ([image: image36.png]
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) рублей.

Требуется составить такой план перевозки однородного продукта так, чтобы общая стоимость перевозок была минимальной.

Обозначим через [image: image38.png]


 количество продукта, перевозимого из  [image: image39.png]


-го пункта в [image: image40.png]


-й пункт .

В принятых обозначениях 
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 количество продукта, вывозимого из [image: image42.png]


-го пункта
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 количество продукта, доставляемого в [image: image44.png]


-й пункт.
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 суммарные транспортные расходы.

Математическая модель транспортной задачи будет иметь следующий вид:
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                           (13)
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                   (15)

 

Целевая функция может быть записана следующим образом 
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                                 (16)

Минимизация транспортных расходов требует решения следующей задачи.

Найти     min[image: image54.png]


            (17)при условиях:
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