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Введение

Величайшим и самым загадочным из семи чудес древнего мира является комплекс пирамид Гизы в Египте, наиболее впечатляющей из которых является пирамида Хеопса. Ученые и теологи уже многие столетия изучают Великую Пирамиду, поражаясь величию гигантского труда по ее созданию. Пирамида была построена между 10490 и 10390 годами до нашей эры.  О пирамиде Хеопса говорят как о наиболее совершенном сооружении в мире- эталоне мер и весов. О том, что в ее геометрической форме закодирована информация о строении Вселенной, Солнечной системы и человека. [image: image1.jpg]B NIPOCTPAHCTBE.
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Слово пирамида происходит от греческого "пирамис", этимологически связанного с "пир" - "огонь", обозначая символическое представление Единого Божественного Пламени, жизни всех созданий. Посвященные прошлого считали пирамиду идеальным символом Тайной Доктрины. Квадратное основание пирамиды обозначает Землю, четыре его стороны - четыре элемента материи или субстанции, из комбинации которых создана материальная природа. Треугольные стороны ориентированы в направлении четырех сторон света, что символизирует противоположности тепла и холода (юг и север), света и тьмы (восток и запад). Три главных камеры пирамиды соотносятся с мозгом, сердцем и воспроизводящей системой человека, а также с тремя главными его энергетическими центрами. Основное назначение Великой Пирамиды тщательно скрывалось.

Оказалось, что энергия формы пирамиды "умеет делать" очень многое: растворимый кофе, постояв над пирамидой, приобретает вкус натурального; дешевые вина значительно улучшают свои вкусовые качества; вода приобретает свойства способствовать заживлению, тонизирует организм, уменьшает воспалительную реакцию после укусов, ожогов и действует, как естественное вспомогательное средство для улучшения пищеварения; мясо, рыба, яйца, овощи, фрукты мумифицируются, но не портятся; молоко долго не киснет; сыр не плесневеет…[6]
Так ли универсальна пирамида? Попытаемся применить эту замечательную фигуру  для решения школьных задач.

Мы поставили задачу найти условия, при которых легко можно определить расстояние между скрещивающими прямыми.
Цель работы – найти метод, с помощью которого можно измерять расстояние между скрещивающими прямыми и проверить этот метод для решения практических задач.
Объектом исследования в данной работе являются скрещивающиеся прямые.

 Метод исследования – конструирование модели, помогающей определить расположение скрещивающихся прямых в пространстве.
Метод определяет предмет исследования: связь между стереометрическими объектами.
В ходе исследования были найдены условия, при которых поставленная задача решается рациональным способом, а также сформулирован алгоритм применения метода пирамид для решения конкретных задач. В процессе работы изучены существующие методы по данной теме, а также сконструирован удобный и рациональный способ решения данной задачи.     

Основные понятия
1.1 Скрещивающиеся прямые

На уроках стереометрии в десятом классе мы познакомились со скрещивающимися прямыми.

[image: image89.jpg]


В этом же учебнике мы читаем о расстоянии между параллельными плоскостями и в п.3 о расстоянии между скрещивающимися прямыми.
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           Используя эти материалы, мы приступили к решению практических задач. Решения задач были громоздкими и плохо просматривались на рисунках. Поэтому данную тему я решил отыскать в справочниках и других пособиях. 
1.2 Методы определения расстояний между скрещивающимися прямыми

Журнал «Математика для школьников» в этом году (№1, 2008г.) опубликовал статью В.И.Рыжик «О расстоянии вообще и расстоянии между скрещивающимися прямыми в частности», где подробно описывает все известные способы построения общего перпендикуляра двух скрещивающихся прямых. Рассматриваются конкретные задачи. В научно-теоретическом и методическом «Математика в школе» (№1,2008г) опубликована статья С.К.Кожухова и В.К. Володина «О некоторых способах вычисления расстояния между скрещивающимися прямыми».

Стоит заметить, что задача на построение общего перпендикуляра к двум скрещивающимся прямым требует весьма кропотливой работы. В то же время при нахождении расстояния между скрещивающимися прямыми нет необходимости строить их общий перпендикуляр! Часто бывает достаточно лишь увидеть (провести) более подходящий отрезок, длина которого и будет искомым расстоянием. При этом целесообразно опираться на одно из следующих утверждений.

1. Расстояние между скрещивающимися прмыми равно расстоянию между параллельными плоскостями, проходящими через эти прямые.

2. Расстояние между скрещивающимися прямыми равно расстоянию от одной из них до параллельной ей плоскости, проходящей через вторую прямую.

3. Расстояние 1 между скрещивающимися прямыми, содержащими отрезки АВ и СВ соответственно, можно вычислять по формуле[image: image3.wmf]j
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где 
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-угол между прямыми AB и CD, а 
[image: image5.wmf]ABCD

V

-объем треугольной пирамиды ABCD (рис.1)
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Подходы, основанные на применении первых двух утверждений, будучи чисто геометрическими, требуют от решающего хорошего пространственного воображения. Однако второй подход иногда выгоднее реализовывать в координатно-векторной форме. В справочной литературе встречается общее уравнение плоскости — 
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 в прямо угольной системе координат 
[image: image7.wmf]Oxyz

,то можно применить известную в курсе аналитической геометрии формулу расстояния 
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 от точки M(
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После изученного материала, я приступил к конструированию изучаемого объекта, с помощью стереометрических моделей, имеющегося в кабинете математики.

В результате я нашел рациональный способ решения поставленной задачи.

2.Теоретическая часть.

Разработанный мною способ нахождения расстояния и угла между скрещивающимися прямыми, который условно назван «Метод пирамиды», дает возможность решить задачу быстро и рационально. 

Почему «метод пирамиды»? Дело в том, что при решении задач этим способом строится пирамида РАВСD, а смыслом такого построения является утверждение: «Расстояние между скрещивающимися  прямыми  равно расстоянию от точки, которая является проекцией одной из двух данных скрещивающихся прямых на перпендикулярную к ней плоскость, к ортогональной проекции другой прямой на эту же плоскость».

И.Ф. Шарыгин в журнале «Математика в школе» (№ 6, 1986 год) использовал приведенное утверждение, привел примеры решения задач, но способ построения отличается от «метода пирамиды». Вся последовательность построения состоит из пяти шагов:
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1. Пусть прямая 
[image: image12.wmf]1

l

 и 
[image: image13.wmf]2
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 скрещивающиеся и произвольная точка Р принадлежит прямой 
[image: image14.wmf]1
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 .

2. Проведем перпендикуляр РА к прямой 
[image: image15.wmf]2
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. Пусть РА и 
[image: image16.wmf]2
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 принадлежат плоскости
[image: image17.wmf]a

.

3. Проведем из точки М, которая принадлежит прямой 
[image: image18.wmf]1
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, к плоскости
[image: image19.wmf]a

  перпендикуляр МN. Пусть прямая РN, которая принадлежит плоскости 
[image: image20.wmf]a

, пересекает прямую 
[image: image21.wmf]2

l

 в точке В. Проведем перпендикуляры ВС и АD к плоскости 
[image: image22.wmf]a

  так, чтоб ВС=АD, а точки С и D принадлежали одной полуплоcкости и точка С принадлежала прямой 
[image: image23.wmf]1
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. После этого можно утверждать, что четырехугольник АВСD — прямоугольник, а значит 
[image: image24.wmf]2
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 параллельна (РСD) по признаку  параллельности прямой и плоскости.

4. Задача свелась к нахождению расстояния от прямой  
[image: image25.wmf]2

l

 к параллельной ей плоскости РСD. Прямая 
[image: image26.wmf]2
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 перпендикулярна к (РАD)  по признаку  перпендикулярности прямой и плоскости; плоскости (АВС) и (РАD) — перпендикулярны по признаку перпендикулярности плоскостей.  Прямая СD перпендикулярна (РАD), поскольку прямые СD и 
[image: image27.wmf]2

l

 параллельны. Плоскости (РАD) и (РСD) перпендикулярны по признаку перпендикулярности плоскостей. Проведем перпендикуляр АК к прямой РD пересечения перпендикулярных плоскостей РАD и РСD. Значит АК будет перпендикуляром и к плоскости (РОС). Итак, отрезок АК, который является высотою прямоугольного треугольника РАD равен расстоянию между скрещивающимися прямыми 
[image: image28.wmf]1

l

 и 
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.

5. Проведя КL
[image: image30.wmf] 
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, точка L принадлежит прямой 
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 и LF
[image: image33.wmf] KA, точка F принадлежит прямой
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получаем что LЕ—общий перпендикуляр к двум  скрещивающимся прямым 
[image: image35.wmf]1

l

 и 
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. Если же скрещивающимися  прямые пересекаются под прямим углом (
[image: image37.wmf]1

l

 совпадает с РD или РD принадлежит 
[image: image38.wmf]1
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), то задача значительно упрощается, что часто встречается во многих упражнениях. Кстати, не для всех задач необходимо  брать точку М. Выше указанный способ достаточно простой, но при помощи такого подхода мгновенно решаются практически все задачи на нахождение  расстояния между скрещивающимися  прямыми и построение к ним общего перпендикуляра. Угол между скрещивающимся прямыми 
[image: image39.wmf]1

l

и 
[image: image40.wmf]2

l

 можно найти как угол РСD из прямоугольного треугольника РDС.
1. Практическая часть.                 Построение пирамиды. Вычисление расстояния между скрещивающимися прямыми

3.1 Задача 1. Каждое ребро правильной треугольной призмы равно а. Определите расстояние между стороною основания и скрещивающейся с нею диагональю боковой грани.

[image: image41.jpg]


Решение.

 РВSP
[image: image42.wmf]1

CS
[image: image43.wmf]1



 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf] — правильная треугольная призма. Найдем  расстояние между ВS и РС. Проведем: 

а) РА 
[image: image45.wmf]^

ВS,

 б) АD
[image: image46.wmf] ВС , АD= ВС , точка А 
[image: image47.wmf]Î

ВS.

в) АК 
[image: image48.wmf]^

 РD; К 
[image: image49.wmf][

]

PD

Î

. Из ранее доказанного
[image: image50.wmf]Þ

 отрезок АК будет равен искомому расстоянию. Применив метод площадей к прямоугольному треугольнику РАD, получаем:

АК= АР *AD:РD = а 
[image: image51.wmf]7

21

.

3.2.Задача 2. Ребро правильного тетраэдра равно а. Найдите расстояние между двумя ребрами тетраэдра, которые являются скрещивающимися.

[image: image84.jpg]



Решение

СРQR — правильный тетраэдр. СО — высота тетраэдра. Будем искать расстояние между  РС  и RQ.

Проведем РА 
[image: image52.wmf]^

RQ. Точка А 
[image: image53.wmf]Î

RQ. Поскольку  скрещивающимися  прямые РС и RQ пересекаются под прямим кутом (за теоремою о трех перпендикулярах), то задача упрощается (
[image: image54.wmf]1

l

совпадает с РD)). АК -высота прямоугольного треугольника РАD и будет искомым расстоянием, но конечно легче найти АК как высоту равнобедренного треугольника РАС (АС=АР)

АК=
[image: image55.wmf]2
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[image: image56.wmf]2
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3.3. Задача З. Ребро куба равно а. Найдите  кратчайшее расстояние между диагональю куба и диагональю основания куба, которая с нею скрещивается.  
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Решение:
[image: image57.wmf]1
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]- куб. Будем искать расстояние между РМ и RQ. По ранее доказанному утверждению отрезок АК, который   является высотой прямоугольного треугольника РАD будет равен искомому расстоянию:
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3.4. Задача 4. Найти расстояние между скрещивающимися диагоналями смежных граней куба.
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 Решение.

РВQSGCRH — куб . Найдем расстояние между  ВS и РС . По ранее доказанному АК является искомым расстоянием:
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 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf]3
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 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]
3.5. Задача 5. Ребро правильной четырехугольной пирамиды равно а. Найти  расстояние между диагональю основания и скрещивающейся с нею: а) апофемою; б) высотою боковой грани проведенной из вершины основания.
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Решение

а) СLQRF — правильная четырехугольной пирамида. Найдем  расстояние между QF и CP.

С помощью метода пирамиды почти все построения выполнены, остается провести РА 
[image: image64.wmf]^

QF,  DA 
[image: image65.wmf]ВС и AD = ВС.  Итак, АК - искомое расстояние. Из прямоугольного треугольника CBQ имеем: 
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 Из прямоугольного прямоугольника DAP: 
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б) SPQRF — правильная четырехугольная пирамида. Найдем расстояние  между  QF и РС. Как и  в предыдущих  задачах, все построения выполнены. Остается  опустить перпендикуляр СВ на плоскость основания, провести АD=ВС и так , чтобы АD
[image: image70.wmf]ВС. Тогда высота АК прямоугольного треугольника
РАD будет искомым расстоянием. [image: image88.jpg]


 Поскольку  
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 Из прямоугольного треугольника PAD: 
[image: image73.wmf]2

2

5

2

2

a

AP

AD

PD

=

+

=

.
[image: image74.wmf]   
[image: image75.wmf].

a

PD

AP

*

AD

AK

10

=

=


3.6. Задача 6. Ребро правильного тетраэдра равно а. Найдите расстояние между ребром тетраэдра и скрещивающейся с ним апофемой.

[image: image76.jpg]


Решение.

CPQR— правильный тетраэдр, СВ — его высота. Найдем  расстояние между высотой основания RA и боковым ребром СР. АК — расстояние  между скрещивающимися СР и RA. Действительно, с помощью метода пирамиды почти все построения уже выполнены, остается построить AD 
[image: image77.wmf]BC, так, чтобы AD=BC тогда высота AK прямоугольного треугольника PAD – искомое расстояние. Из прямоугольных треугольников CBR и PAD имеем 
[image: image78.wmf]3

2

a

BC

=

;
[image: image79.wmf]
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           Заключение

В результате проделанной работы я пришел к следующим выводам:

· Решая задачи по стереометрии целесообразно использовать дополнительные построения;

· Если есть возможность - конструировать модели для наглядности при решении задач;

· При определении расстояния между скрещивающимися прямыми предлагаю использовать метод пирамиды.
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