PAGE  
10

РОССИЙСКАЯ НАУЧНО-СОЦИАЛЬНАЯ ПРОГРАММА

ДЛЯ МОЛОДЕЖИ И ШКОЛЬНИКОВ «ШАГ В БУДУЩЕЕ»

---------------------------------------

ЧЕЛЯБИНСКИЙ ГОЛОВНОЙ КООРДИНАЦИОННЫЙ ЦЕНТР

«ИНТЕЛЛЕКТУАЛЫ ХХI ВЕКА»

Применение алгоритма Мелзака для построения сети Штейнера на примере ряда населенных пунктов Челябинской области

Творческая работа на Х VII Челябинскую

городскую научно-практическую конференцию молодых 

исследователей и интеллектуалов «Шаг в будущее»

(секция 3.1)

                                                                                                                                                       Автор:

                                                                                                       Добрынин Александр Леонидович,

                                                                                                      г. Челябинск, лицей №102, класс 10.

                                                                                                                       Научный руководитель:
                                                                                                                Антипина Елена Николаевна,

                                                                                                                                 учитель математики, 

                                                                                                                                              лицей № 102.

Челябинск  -  2008 г.

Содержание

1. Аннотация

2. Введение                                                                                                                 2

3. Задача Штейнера                                                                                                   3

4. Алгоритм Мелзока                                                                                                5

5. Применение алгоритма Мелзока                                                                         6

6. Заключение                                                                                                            8

7. Список литературы                                                                                               9

8. Приложения                                                                                                         I- VIII
9. Отзыв    
Введение
Как  соединить в  пространстве k точек системой кривых линий наименьшей суммарной длины? 
Эта задача была впервые поставлена великим геометром Якобом Штейнером (1796-1863) (см. прил.I). Работа Штейнера была посвящена поиску одной точки, сумма расстояний от которой до всех точек заданного множества была бы минимальной. Однако ещё в 1640 году впервые была поставлена задача, являющаяся частным случаем сформулированной выше задачи: найти точку T, сумма расстояний от которой до каждой из трёх заданных точек минимальна. Эванджелиста Торричелли и Бонавентура Кавальери независимо друг от друга решили эту задачу. Торричелли и Кавальери доказали, что суммарное расстояние минимально тогда, когда все сопряжённые углы в точке T больше или равны 120°.  
В общей форме задача Штейнера была впервые сформулирована в статье Милоша Кёсслера и Войцеха Ярника, опубликованной в 1934 году. Однако сама эта проблема не приобрела широкой известности вплоть до 1941 года, когда Рихард Курант и Герберт Е. Роббинс включили её в свою книгу «Что такое математика?». Неоспоримо прикладное значение задачи Штейнера. Например, одним из  наиболее важных практических применений задачи Штейнера является конструирование интегральных электронных схем. Более короткая сеть проводящих линий на интегральной схеме требует меньшего времени зарядки-разрядки по сравнению с более длинной сетью и повышает, таким образом, быстродействие схемы. 
Таким образом, целью данной работы является изучение имеющегося фактического материала, практическое применение в разработке и построении сетей кратчайших дорог на примере ряда населенных пунктов Челябинской области.
Задача Штейнера 

     Рассмотрим задачу Штейнера подробней. Напомним её формулировку: в пространстве дано k точек. Соединить их системой кривых линий наименьшей суммарной длины.

Решение.

Мы решим задачу Штейнера для k точек на плоскости. С незначительными изменениями это же доказательство годится для k точек в пространстве, и даже в пространстве R произвольной размерности. В этом смысле решение задачи Штейнера универсально!

Решение задачи разобьем на несколько этапов. Итак, пусть на плоскости даны k точек А1,А2,…,Аk. Посмотрим, какими свойствами должна обладать кратчайшая система дорог, соединяющая эти точки. 

Свойство 1. Кратчайшая система дорог состоит из отрезков. 

Первое свойство достаточно очевидно, и вытекает из того, что кратчайшим путем из одной точки в другую является отрезок прямой.

            Таким образом, кратчайшая система дорог является плоским графом – объединением конечного числа отрезков. Концы этих отрезков – вершины графа, а сами отрезки – его ребра. Данные точки А1,…Аk мы будем называть настоящими вершинами  этого графа, все прочие его вершины (перекрестки дорог) – дополнительными или собственно точки Штейнера. По условию этот граф связный, т.е. из любой его точки можно добраться по ребрам в любую другую. Более того, этот граф односвязный, т.е. для любой пары вершин существует единственный путь по ребрам, их связывающий (при этом всегда считаем, что никакой путь не проходит дважды по одному ребру). Связный граф является односвязным тогда и только тогда, когда он не содержит замкнутых путей. Если бы кратчайшая система дорог не была односвязной, то существовал бы замкнутый путь. Убрав любое ребро из этого пути, мы получили бы связный граф меньшей длины. 

  Итак, кратчайшую систему дорог надо искать среди односвязных графов, которые содержат данные точки в качестве вершин (но могут иметь и дополнительные вершины).

              Свойство 2. Любые два ребра, выходящие из одной вершины, образуют угол не менее 120°.

    В самом деле, если из вершины А выходят ребра АВ и АС и угол между ними меньше 120°, то мы можем заменить эту пару ребер другими, так же связывающими точками А, В и С, но имеющими меньшую суммарную длину. Если в треугольнике АВС все углы меньше 120°, то поставим одну дополнительную вершину Т – точку Торричелли этого треугольника, соединим ее с вершинами А, В и С, а ребра АВ и АС уберем. Получим связный граф меньшей длины. А если в треугольнике АВС, скажем, угол при вершине В больше или равен 120°, то убираем ребро АС, а вместо него ставим ВС.  Вновь [image: image1.png]


получим связный граф меньшей длины.

Из этого свойства непосредственно следует следующее свойство.

Свойство 3. Из настоящей вершины может выходить одно, два или три ребра; если выходит два ребра, то угол между ними больше или равен 120°; если три, то они образуют между собой углы в 120°.

   Больше трех ребер выходить не может, иначе один из углов будет меньше 120°.

   Таким образом, настоящие вершины бывают трех типов. С дополнительными вершинами (точками Штейнера) дело обстоит проще – все они одного типа. Итак, следующее свойство:

Свойство 4.  Из каждой дополнительной вершины выходят три ребра с углами 120°.

    Действительно, первый тип для дополнительной вершины невозможен (если из дополнительной вершины выходит только одно ребро, то эта вершина не нужна, потому что ее можно убрать вместе с ребром), второй – также невозможен (если дополнительная вершина М соединена ребрами только с двумя вершинами В и С, то уберем эти ребра вместе с самой вершиной М, а точки В и С соединим ребром; получим граф меньшей длины).

Определение

Сетью Штейнера данных точек А1, А2,…, Аk, называется односвязный граф, имеющий среди своих вершин все данные точки (эти вершины называются настоящими, прочие – дополнительными), причем все его настоящие вершины принадлежат одному из трех типов (свойство 3), а все дополнительные вершины принадлежат только третьему типу (свойство 4) (см. прил.II).

Теорема. Кратчайшая система дорог, связывающая k точек, является сетью Штейнера.

Пример 1. Для k=3 точки А1, А2, А3 являются вершинами треугольника. Если все углы треугольника меньше 120°, то сеть Штейнера образована тремя данными точками и дополнительной четвертой точкой – точкой Торричелли (см. прил. III). Для трех точек всегда существует единственная сеть Штейнера. Если один из углов треугольника с вершинами в этих точках больше или равен 120°, то сеть состоит из двух ребер – сторон этого угла. 

Уже для четырех точек может быть несколько сетей Штейнера. Все зависит от их взаимного расположения.
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Пример 2. Для k=4 точки А1, А2, А3, А4 – вершины квадрата. Построим кратчайшую систему дорог для четырех вершин квадрата.

Первый способ.  Убираем вершину А1. В оставшемся треугольнике А2А3А4 углы меньше 120°, поэтому сеть Штейнера состоит из отрезков ТА2, ТА3, ТА4, где Т – точка Торричелли треугольника А2А3А4. Теперь нужно соединить А1 с любой из вершин А2, А3 или А4. Однако, как легко видеть, при этом каждый раз будут получаться два ребра с углом меньше 120°. Итак, первый способ не дает сети Штейнера.

Второй способ. Убираем пару вершин. В силу симметрии, достаточно рассмотреть два случая: вершины А1, А3 (концы диагоналей) и вершиныА1, А2 (концы стороны). В первом случае строим равносторонний треугольник А1МА3. Три точки М, А2 и А4 лежат на одной прямой, поэтому их сеть Штейнера состоит из двух отрезков МА2 и А4А2. Ребро МА2 не пересекает дуги А1А3 описанной окружности  треугольника А1МА3. Таким образом, этот случай не дает сети Штейнера. Во втором случае строим равносторонний треугольник А1МА2. Если он построен во внутреннюю сторону квадрата, то вновь не получается сети Штейнера. Если во внешнюю сторону, то А3МА4 – остроугольный; его сеть Штейнера – три отрезка, соединяющие его вершины с точкой Торричелли Т. Ребро ТМ пересекает, описанную около треугольника А1МА2, окружность в точке В. В итоге мы получили сеть Штейнера, показанную на рисунке (см. прил. IV). Она состоит из пяти ребер и имеет две дополнительные вершины. 

Алгоритм Мелзака

Задача с тремя точками и задача Штейнера для многих точек имеют много общих свойств. Их решения, имеющие вид дерева, характерны тем, что при удалении любого отрезка из кратчайшей сети мы должны будем исключить одну из заданных точек. Другими словами, мы не можем пройти по сети из какой-либо заданной точки и вернуться в неё, без того чтобы не пройти те или иные отрезки повторно. По этой причине графические решения задачи с тремя точками и задачи со многими точками называются деревьями Штейнера. Отрезки прямых называются рёбрами, а точки, роль которых аналогична точке Торричелли и которые нужно добавить для построения дерева, называются точками Штейнера. 

При одном и том же количестве и расположении исходных точек можно построить много различных деревьев Штейнера, удовлетворяющих перечисленным выше условиям. Некоторые из этих деревьев, называемые локально минимальными решениями, невозможно сократить за счёт мелкомасштабных изменений, таких как небольшое перемещение ребра или расщепление точки Штейнера. Однако не всякое локально минимальное дерево Штейнера даёт кратчайшее из возможных решений задачи. Для того чтобы преобразовать сеть в кратчайшее дерево, называемое глобально минимальным деревом Штейнера, могут потребоваться крупномасштабные перемещения точек Штейнера. 

Действуя методом полного перебора, можно найти кратчайшую сеть путём построения всех возможных локально минимальных деревьев Штейнера, вычислением их длины и выбором кратчайшего. Но поскольку расположение точек Штейнера неоднозначно, возникает сомнение в том, что вычислить все локально минимальные деревья Штейнера можно за конечное время. З. Мелзак из Университета Британской Колумбии сумел преодолеть это затруднение и составил первый алгоритм для решения задачи Штейнера. 

В алгоритме Мелзака рассматриваются многие возможные соединения между заданными точками и многие возможные расположения точек Штейнера. Алгоритм можно условно разбить на две части. В первой его части множество исходных точек просто подразделяется на всевозможные подмножества. Во второй части для каждого такого подмножества создается ряд возможных деревьев Штейнера с использованием построения, аналогичного тому, которое применяется к задаче с тремя точками (cм. прил. V). 

Так же как и для трёх точек, вместо двух исходных точек можно подставить одну заменяющую их точку, не изменяя результата (длины сети) решения. Однако в общем случае алгоритм должен угадать, какую пару следует заменить, и поэтому он перебирает все возможные пары. Более того, заменяющая точка может размещаться по любую сторону от прямой, соединяющей две заменяемые точки, поскольку равносторонний треугольник, используемый при построении, может быть ориентирован в одном из двух направлений. После того как одна из точек в подмножестве заменена одной из двух возможных заменяющих точек, на каждом последующем шаге алгоритма замещаются либо две другие исходные точки, либо одна исходная и одна замещающая, либо две замещающие другой замещающей точкой; и так до тех пор, пока всё подмножество не будет сведено к трём точкам. 

Как только для этих трёх точек найдена точка Штейнера, алгоритм начинает работать в обратном направлении, пытаясь определить точку Штейнера, соответствующую каждой замещающей точке (см. прил. VI).

Попытка может окончиться неудачей. Однако успешная попытка приводит к возникновению дерева Штейнера, соединяющего каждую исходную точку подмножества с деревом одним ребром. Рассмотрев, таким образом, все замещающие последовательности, алгоритм выбирает кратчайшее из этих деревьев Штейнера для подмножества. Комбинируя между собой всевозможными способами кратчайшие деревья Штейнера для подмножеств так, чтобы охватить исходное множество точек, можно построить всевозможные локально минимальные деревья Штейнера и определить геометрию кратчайшей сети. 

Применение алгоритма Мелзока для построения дерева Штейнера, связывающего ряд населенных пунктов Челябинской области
Обозначим числами от 1 до 17 населенные пункты Челябинской области: 1 – Челябинск, 2 – Копейск, 3 – Миасское, 4 – Долгодеревенское, 5 – Аргаяш, 6 – Кунашак, 7 – Касли, 8 – Кыштым, 9 – Коркино, 10 – Еманжелинск, 11 – Снежинск, 12 – Верхний Уфалей, 13 – Нязепетровск, 14 – Карабаш, 15 – Златоуст, 16 – Миасс, 17 – Чебаркуль.

Задача 1.  (см. прил. VIII, рис 1) Рассмотрим точки 1 – 7. Разобьем рассматриваемую задачу на две подзадачи: точка 4 подходит для разбиения на подзадачи из точек 1 - 4 и точек 4 – 7. Соединим последовательно точки 3, 2, 1, 4 (легко заметить, что углы с вершинами 1и 2 не менее 120°), для точек 4 – 7 применим алгоритм построения дерева Штейнера для четырех точек  (см. пример 2).
Задача 2. (см. прил. VIII, рис 2)  Рассмотрим точки 1 – 8. Разобьем задачу на три подзадачи: первая подзадача содержит точки 1 – 4, вторая – 4 – 6, третья – 5 – 8. Точки 3, 2, 1, 4 соединим последовательно, для каждой из групп точек 4 – 6 и точек 5, 7, 8 применим алгоритм построения точки Торричелли (см. прил. V).
Задача 3. (см. прил. VIII, рис. 3) Рассмотрим точки 1 – 9. Рассматриваемую задачу разобьем на следующие подзадачи: первая содержит точки 1, 2, 9; вторая содержит точки 4, 5, 6; третья – 5, 7, 8; четвертая  - 2 и 3; пятая – 1и 4. Для первой, второй и третьей подзадач применим алгоритм построения точки Торричелли, в четвертой и пятой подзадачах соединим точки отрезками.

Задача 4. (см. прил. VIII, рис. 4) Рассмотрим точки 1 – 13. Рассматриваемую группу точек разбиваем на 7 подзадач. Для каждой из подгрупп точек (1, 2, 9); (4, 5, 6); (5, 7, 8); (7, 11, 12) – применим алгоритм построения точки Торричелли, точки 2, 3; 1, 4; 12, 13 попарно соединим отрезками.

Задача  5. (см. прил. VIII, рис. 5) Рассмотрим точки 1 – 17. Для каждой из групп точек (1, 2, 9), (4, 5, 6), (5, 7, 8), (7, 11, 12), (14, 15, 16) применим алгоритм Торричелли, точки (1,4), (2, 3), (8, 14), (12, 13) соединим попарно отрезками. 

Задача 6.  (см. прил. VIII, рис. 6) Рассмотрим точки 1, 2, 4, 5, 9, 14, 17. Разобьем рассматриваемые точки на подзадачи из точек 1, 2, 9 и точек 1, 4, 5, 14, 17. Для первой группы применим алгоритм Торричелли (см. прил. V). Во второй группе заменим пару точек 5 и 14 одной точкой 19, 
 построив равносторонний треугольник  (см. прил. V).   Далее для точек 1, 4, 17 и 19 применим алгоритм построения  дерева Штейнера для четырех точек.  Отрезок с концами в точках 18 и 20 пересекает окружности, описанные около равносторонних треугольников с вершинами в точках 1, 4, 18 и 17, 19, 20 , в точках 21 и 22 (точках Штейнера). Пересечение отрезка с концами в точках 22 и 19 с окружностью, описанной  около треугольника  с вершинами в точках 5, 14, 19,  дает еще одну точку Штейнера 23 (для точек 5, 14, 22 применили алгоритм Торричелли). 
Таким образом геометрия дерева Штейнера меняется в зависимости от  топологии точек.

Заключение

Задачу Штейнера невозможно решить, просто рисуя линии между заданными точками. Для решения необходимо добавить новые точки, называемые точками Штейнера и служащие в качестве узлов искомой кратчайшей сети. Чтобы определить количество и расположение точек Штейнера, математики и программисты разработали для этого специальные алгоритмы. За последние годы наши познания в области алгоритмов значительно расширились, задача поиска кратчайшей сети остаётся всё такой же неприступной. Несмотря на то, что формулировка этой задачи очень проста, её решения трудно поддаются анализу. Крошечное изменение геометрии задачи, кажущееся несущественным, может коренным образом изменить кратчайшую сеть, являющуюся её решением. Такая чувствительность к исходным данным делает даже периферийные вопросы, касающиеся кратчайших сетей, весьма не простыми. Задача Штейнера принадлежит к классу задач, для которых, по мнению многих современных исследователей, эффективные алгоритмы, по-видимому, так никогда и не будут найдены. Наиболее реальным представляется создание программы, которая находила бы сеть, несколько более длинную по сравнению с кратчайшей сетью. Приближённые методы решения довольно часто применяются в различных приложениях задачи поиска кратчайших сетей. Среди них — конструирование интегральных электронных схем, построение эволюционного дерева для группы биологических видов и минимизация расхода материалов на создание сетей телефонных линий, трубопроводов и шоссейных дорог.
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